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Good morning!
Embrace the challenge, study with passion.

Sudahkah Anda mengisi
presensi di e-learning?

Sudahkah Anda mengerjakan
pretest di e-learning?
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Apersepsi

Mari kita review sejenak konsep yang sudah pernah Anda pelajari.

Graf

Komponen graf (verteks (simpul), sisi)

Sifat-sifat graf (berarah/tak-berarah,
terhubung/tak-terhubung, siklis/asiklis)

Tree (graf pohon)

−→ MINIMUM SPANNING TREE
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Tujuan pembelajaran hari ini

Setelah pembelajaran ini, Anda diharapkan dapat:

1 Menentukan Spanning Tree dari sebuah graf

2 Mencari/menghitung Minimum Spanning Tree
pada sebuah graf
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Bagian 1.
Minimum Spanning Tree (MST)
(graf pohon merentang minimum)
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Minimum Spanning Tree dalam kehidupan nyata

Figure: Membangun jaringan listrik ∗

∗Sumber gambar:
https://www.javatpoint.com/applications-of-minimum-spanning-tree
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Minimum Spanning Tree dalam kehidupan nyata

Tujuan: membangun jaringan kabel dengan biaya minimum

Jaringan kabel yang terhubung satu sama lain → subgraf merentang
(spanning)

Biaya yang minimum → subgraf merupakan graf pohon (tree);
dan jumlah bobot sisi sekecil-kecilnya.

7 / 21 Minimum Spanning Tree (Kuliah DAA 2023)



Awal mula permasalahan Minimum Spanning Tree∗

Permasalahan: Bagaimana menemukan konstruksi jaringan tenaga listrik
yang paling ekonomis?

Otakar Borüvka mengembangkan algoritma pertama untuk menemukan
MST, pada tahun 1926.

Figure: Otakar Borüvka, ilmuwan Ceko (1899 - 1995)

Penerapan MST: desain jaringan (telepon, listrik, hidrolik, kabel TV,

komputer, atau jaringan jalan di satelit), cluster analysis, real-time face
verification.
∗
Source: https://en.wikipedia.org/wiki/Minimum_spanning_tree
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Definisi (Spanning Treea)

a
Sumber: Buku Analysis of Algorithms (Robert Sedgewick), Sub-bab 4.3

Diberikan: Graf tidak berarah dan terhubung G dengan sisi-sisi yang diboboti.

Sebuah Spanning Tree T adalah subgraf dari G yang memenuhi sifat berikut:

1 T bersifat spanning (merentang), yang berarti memuat semua simpul;

2 T adalah tree (graf pohon), yang berarti memiliki sifat terhubung dan asiklis.

Minimum Spanning Tree adalah spanning tree dengan bobot total minimum.
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Figure: Contoh spanning tree (diwarnai biru) pada sebuah graf (diwarnai hitam)
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Q1: Manakah yang merupakan Spanning Tree?
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Q1: Manakah yang merupakan Spanning Tree?
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bukan, karena tidak terhubung bukan, karena tidak asiklis

ya, spanning tree
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Q2: Apakah semua graf memiliki Spanning Tree?

Tidak, spanning tree ada hanya jika graf-nya terhubung (connected).
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Q3: Mungkinkah sebuah graf memiliki
lebih dari satu spanning tree?
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Bobot = 4 + 24 + 23 + 18 + 9 + 10 + 7 = 95 Bobot = 4 + 6 + 5 + 10 + 18 + 11 + 14 = 68
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Summary

Setiap graf terhubung memiliki setidaknya satu spanning tree

Sebuah graf dapat memiliki lebih dari satu spanning tree

Teorema (Cayley, 1889)

Terdapat nn−2 spanning tree pada graf lengkap dengan n simpul.

Contoh:

1

2
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6

Graf lengkap dengan 6 simpul di
samping memiliki sebanyak

66−2 = 64 = 1296 spanning tree
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Bagaimanakah cara paling sederhana untuk mencari
Minimum Spanning Tree pada sebuah graf?

Dengan algoritma brute-force:

1 Buat list semua spanning tree

2 Hitung bobot setiap spanning tree

3 Ambil spanning tree dengan bobot minimum

Permasalahan: Expensive cost (membutuhkan banyak waktu dan
memori)
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Bagian 2.
Algoritma pencarian

Minimum Spanning Tree (MST)

1 Algoritma Kruskal

2 Algoritma Prim
†

†Catatan: Ada algoritma lain, namun tidak dibahas pada perkuliahan ini
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Kesimpulan

Spanning tree adalah:

subgraf terhubung
dari suatu graf yang memuat semua simpul
di graf tersebut

Karakteristik dari Minimum Spanning Tree
adalah:

I memuat semua simpul;
I terhubung;
I membentuk tree;
I mempunyai bobot total minimum.

Contoh algoritma pencarian Minimum
Spanning Tree adalah:

Algoritma Kruskal
& Algoritma Prim
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Rujukan

1 Introduction to Algorithms - T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, C.
Stein (2001)

2 Introduction to the Design and Analysis of Algorithms - Anany Levitin
(2012)

3 An Introduction to the Analysis of Algorithms - Robert Sedgewick (2012)

4 Journal paper: Minimum-weight spanning tree algorithms: A survey and
empirical study - Cüneyt F. Bazlamaçci, Khalil S. Hindi (1999)

5 Youtube video: Kruskal’s algorithm in 2 minutes,
https://www.youtube.com/watch?v=71UQH7Pr9kU

6 Youtube video: Prim’s algorithm in 2 minutes,
https://www.youtube.com/watch?v=cplfcGZmX7I
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Saatnya post-test

Please access your e-learning page. −→
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Tugas
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thank you, & good luck...!
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